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解等式约束加权线性最小二乘
问题的矩阵校正方法
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1 引 官

在实际应用中常会提出解等式约束加权线性最小二乘问题

m in ( b : 一 A Z x )
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( 1 )

A l x 一 b l ,

其中 A , 任 R p x ’ , A : 任 R , X ` , b l
e R p ,

b : 任 R , ,

w e R , x ,

为对称正定矩阵
·

对于问题 ( 1 )
,

目前已有多种数值求解方法
,

如 P ia ge 利用 ( 1) 的对偶公式给出了一个向

后稳定的数值方法 5[]
.

G ull ik ss on 和 W ed in[ 幻利用加权 Q R 分解技巧给出了解 ( 1) 的一个直接

解法
·

作者利用广义 Cho le sk y 分解构造了解 ( 1) 的矩阵分解方法闭
.
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另一方面
,

在信号处理等领域
,

常需对 ( l) 中约束线性方程组

A lx 一 气

的数据进行增加 u( p da t ign )或删除 ( do w n
da it n g )

.

本文利用矩阵分解方法对此问题作了详细

的讨论
.

2 系统方程组及矩阵分解方法

由于 W 任 R ’ x ’

为对称正定矩阵
,

则稍加推导可以证明 6[] 问题 ( 1) 等价于解线性方程组

( 2 )
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其中 义,

是 L ag r
an ge 乘子向量

,

w 一 ,孟:
是残量

.

容易看出问题 ( l) 有唯一解的充要条件是
r a n k ( A l ) = P

,

和

凡一一

, l,J.AA尸.,,IJ

,K
r a n

在下面的讨论中
,

我们总假定这两个条件是满足的
.

由于问题 ( 1) 等价于

m in ( x
T A rw A Zx 一 Zb百W A Z x

+ b爹W b Z
)

二 〔 r

5
.

t
.

A 一x =

( 3 )

b l ,

故利用 K u h n 一

T u e k e r
条件

,

即要确定
x 任 R

“ ,

又〔 R 户满足

{ A犷w A Z x 一 A犷w b :
一 A r之

A l x ~ b l
.

( 4 )

写成矩阵的形式
,

即为

目

l
..J

的̀一 A r

0

A歹W b

b x
( 5 )

尸二!IL
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`

孟
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我们称 ( 5) 式为问题 ( 1) 的系统方程组
.

对应的系数矩阵称为问题 ( l) 的系统矩阵
.

容易证明系统矩阵

、 1 一

「
A百W A Z

A l

一 A f

0
( 6 )

的对称部分是半正定的
,

故常称为广义半正定矩阵
.

对于系统矩阵 M l ,

我们可 以证明下列

更一般的定理
.

定理 1 设有矩阵

一 A f

C

AW人A尸llesL

其中 A 】 〔 R , x ’ ,

A : 任 R , X ’ , r a n k ( A , ) ~ 户
, r a n k ( A Z) = n ,

W 任 R , x ,

为对称正定矩阵
,

e 任

R ” x ”

为对称半正定矩阵
,

则矩阵 M 一定存在分解式
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其中 L l 任尸
x `

为非奇异下三角阵
,

L : 任砂
x 户
为非奇异下三角阵

, G l任砂
x :

由定理 1 知系统矩阵 M l

满足定理的要求
,

即 M ,
是定理 1 中矩阵 M 取 C = 。 的特殊情

况
·

因此 M ,
一定存在广义 C h o le s k y 分解式

L
o O 一 G r

L了
( 7 )

其中 L .

任 R
` x “

为下三角阵
, L

。

任 R 户” 户

为下三角阵
, G 任 R 户 x ’ .

若我们已经得到 M ,
的分解式 (7 )

,

则系统方程组 ( 5) 就可以通过解下三角方程组
, lwe月J

门̀

ō 卫
!1

1
,卫2y夕

尸.,!
,ó, l

月

J es

C

A百w b

b i
( 8 )

及上三角方程组

L二 一 G r

L了
〕r

’

1一 「
夕

门
J ` 又J ` 夕: J

( 9 )

方便地得到解向量「万1
,

从而得到问题 ( 1 )的解 ,
,

` ^ J

3 系统矩阵的分解

值得注意的是在矩阵 M
I

的分解式 ( 7) 中
,

我们只要得到下三角矩阵 L 。 、

L
。

及矩阵 G

后
,

分解式 (7 )就完全确定了
.

由于
、

L o L二= A rw A :
.

故 L 。

就是对称正定矩阵 A百w A :
的 Cho les k y 因子

,

也就是对 A rW A :
进行 Cho les ky 分解即

可得到下三角矩阵 L o
.

事实上
,

我们也可首先对 W 作 C ho les k y 分解
,

即

W 一 L , L二
,

然后再对列满秩矩阵 L百A
:
进行 Q R 分解

,

即
_ 「R l

L “A Z 一 Q ,

L。」
,

( 1 0 )

其中 Q
,

为 q X q 直交矩阵
, R 任 R

` x ’

为主对角元素均大于 。 的上三角矩阵
,

这样
R T R ~ ( L二A

Z)
,

( L二A
Z )

~ A百W A Z ,

取
L 。 一 R气 ( 1 1 )

这样就得到了下三角矩阵

L 。

若令矩阵

“ 〔l
`,

j 任 尺
· x :

= 〔礼」〔 R , x ` ,

G ~ 〔g
` ,〕 = A l ( L二) 一 , ,
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其元素可用递推式得到

g ` ,
一 ( a 。 ,

一 习
g `. ` , ) l/

, , ,

` = i :
户

,

( 1 2 )

由于 G 为行满秩矩阵
,

故 G G r
为正定阵

,

这时总存在下三角矩阵

L
:

= 〔t
` ,

〕 任 尺户x ,

使得

G G , 二 L
`

L子
.

L
。

的元素可由下式得到
,

一 矛一 1

, ` , 一 (艺
9 0 9 ,` 一 艺

: “ , , ) t/
、 , ` = 1

:
户

,

1
: n

.

= 1 :
户

.

( 1 3 )

值得注意的是在表达式 ( 1 2 )
、

( 1 3 )中
,

求和号万 中若 j = 1 时则该和式取为 。
.

下面的讨论
几= l

该约定仍有效
.

综上所述我们就得到了矩阵
乙 ,

= 口
`,

〕
, L

`

~ 〔, ` ,〕
, G = 〔g ` ,〕

·

也就完成了系统矩阵 M l
的矩阵分解式 ( 7) 的计算

.

4 约束矩阵的
u
冈

a t in g

在信号处理等领域
,

常需对约束矩阵构成的方程组

A 一二 = b l

的数据进行增删
·

这里首先考虑〔A ,

: b , 〕增加 h 行的情况
.

这就是 叩da it gn 问题
.

令

: 、 一

〔雪
’

}
,

z 一 〔一〕任 “ “
` ,

( 1 4 )

这时当然也有

这里同样要求

也就是说我们若已经得到 了 M
l

信息计算

; 1 一

「:
’

〕
, ` 〔 “ ` ·

r a n k h ( 2 1
) = 户 + 秃 (

,
.

的分解式 ( 7 )
,

在增加 k 组观测数据后
,

要利用 已经得到的

材 1
A百W A Z

万1

一 又r

0
( 1 5 )

的矩阵分解式
.

令

, l...JGH尸lesesL

己 二 河
l
(乙二)

一 , ~
A ,

( L二)
一 ,

Z ( L二)
一 ,

( 1 6 )
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H =

这时矩阵 H 的元素可由下式得到
:

h 。 ~ ( z ` , 一

z (乙乙)
一 , ~ 〔h

` ,〕任 R ` x ’ .

习 h 。 ` , ) l/
, , ` = i : k

,

j 一 1 : ,
·

由于 Z ,
为行满秩矩阵

,

故 己口
r
为正定矩阵

.

下面考虑 己口
r

的 C ho les k y 分解
.

蕊一肋
G一犷卜 〔器 器〕

.

( 1 7 )

在这里 G G T 已有 C h o lo k y 因子 L
。 ,

即

L rL 了~ G G气

而 H H 了

为对称正定矩阵
.

设 口梦有 Cho les k y 分解
rr口FL

口口r
( 1 8 )

这样取
F = H G伙L匀

一 ’
.

F = 〔f
` ,〕

,

H G T = 仁
s` )

〕

则可得到 F 元素的递推关系式
:

r 。 一 ( :
` ,
一 艺 f “

`.
) l/

,
( 1 9 )

~ 1
: k

,

j = 1
:
从

又由 ( 1 8 )式得

H H r ~ 尸尸了
+ L声丁

,

设下三角矩阵 L
。

~ 〔I J」任*R
x ` ,

且

H H , 一 〔h `
了〕 任 R ` x ` .

“ , = ( h
`
; 一 艺 f

`
f , 一艺

` J `声) l/ 另 ( 20 )

因此我们有

心一 1 云. 1

= 1
:毛 ,

j 一 1 : .i

己乙了 一 L : L省
,

其中

L

这样最终得到 M ,
的

u p d a t i n g 矩阵 材
1

;
一「入

”

L F L
。

的分解式

“ ,一

[
一

〔

A rW A :

Z 1

一 Z r

0

一 己,

L歹

( 2 1 )
OL几口
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5 约束矩阵的 d o w n d a t in g

如果在约束矩阵 A l
中删去 h 行 (即删去 k 个约束方程 )

.

不失一般性
,

我们假设删去约

束方程组

A l x ~ b l

的后 毛个方程
,

即令
, , 一

【雪
1

]
,

“ 1 o R ( , 一 ` )

一 ` e “ “
’ ·

也就是要讨论在得到矩阵分解式 ( 7) 后如何得到其 do w dn at ign 问题
, ...1曰T1河o

一
A百W A Z

Z 1

的矩阵分解式
.

令

“ 2 一

〔

一 ` ’ `“ : ,
一 ’ 一

〔瑟」 口 e 尺 ( p一 ` ) x ` ,

H 任 尺几x :

这时我们有

口 = 又1 (乙二) 一 , ,

H ~ Z ( L黔一 ,
.

由于

G。一 [二]
〔。· 。 ·

卜 [算 竺飞月 月
J J

一 L
`

L丁
.

令下三角矩阵 L
。

任 R 户 x 户

有形式

L 夕 0尸..
.

1̀

一一
L

其中 L ,任 R ` p一` , x ` p一 ` ,
为 T 三角阵

.

L , L百
,

这就是说 L ,
即为 乙乙

T

的 e h o一e s k y

这样就有

己口
T

-

因子
,

故取

L ; ~

这样就有

A百W A :

又1

L户

一 2 1

尸.l..J, .lseJ

0

L二

0

一 沙1
.

L歹 J

( 2 2 )

这就是说
,

当约束方程组删去 k 个方程时
,

在系统矩阵的分解式中
,

己任 (R
户一” ` ·

即为分解式

( 7) 中矩阵 G 的前 (P 一 k) 行元索
,
L ;
即取 L

。

的左上角 (P 一的 x (P 一 k) 主矩阵
.
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